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Abstract
Let (R,m) be a noetherian local ring and let C be the class of all R-modules M which
possess a reflexive submodule U such thatM/U is finitely generated. For every R-module
M ∈ C the canonical embedding ϕ :M →M◦◦ is pure-essential. We investigate in the first
section under which conditions the reverse is true, for example if R is a discrete valuation
ring or if R does not have nilpotent elements and M is flat. In section 2 we determine all
reflexive and flat R-modules with the help of a certain analogy between the localization
Rq and the injective hull of R/q. In section 3 we show: If the property ’pure-essential’ is
transitive for a domain R, then it follows that dim(R) ≤ 1.
Key Words: Pure-injective extensions, pure-injective modules, complete modules, mini-
max modules, cotorsion modules, Matlis duality.
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1 Quasi-reflexive Moduln
Stets sei (R,m) ein noetherscher lokaler Ring, E die injektive Hu¨lle seines Restklas-
senko¨rpers k = R/m und M◦ = HomR(M,E) das Matlis-Duale von M . Wir sagen, M sei
quasi-reflexiv, wenn die kanonische Einbettung ϕ :M →M◦◦ rein-wesentlich ist, d.h. aus
X ⊂M◦◦, X∩ Bi ϕ = 0 und (X⊕ Bi ϕ)/X rein in M◦◦/X stets folgt X = 0. Jeder end-
lich erzeugte R-Modul M ist quasi-reflexiv, denn bekanntlich ist M ⊂ Mˆ rein-wesentlich,
wegen Mˆ ∼=M◦◦ also auch ϕ. Wir fragen uns, wann sich ein quasi-reflexiver R-Modul aus
einem reflexiven und einem endlich erzeugten R-Modul zusammensetzt.
Lemma 1.1 Sei M ein R-Modul und U ein Untermodul von M .
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(a) Ist M quasi-reflexiv und U rein in M , so ist auch U quasi-reflexiv.
(b) Ist U reflexiv und M/U quasi-reflexiv, so ist auch M quasi-reflexiv.
(c) Ist U reflexiv undM/U sogar endlich erzeugt, so ist auch P (M) reflexiv undM/P (M)
endlich erzeugt.
Beweis.
(a) Seien ϕ : M → M◦◦ und χ : U → U◦◦ die kanonischen Einbettungen und sei
X ⊂ U◦◦, X∩ Bi χ = 0, (X⊕ Bi χ)/X rein in U◦◦/X . Im kommutativen Diagramm
0 −→ U ⊂ M −→ M/U −→ 0
↓ χ′ ↓ ϕ′ ↓ ψ
0 −→ U◦◦/X −→ M◦◦/α(X) −→ (M/U)◦◦ −→ 0
sind dann beide Zeilen rein-exakt (die untere mit dem von U ⊂ M induzierten
Monomorphismus α : U◦◦ → M◦◦ sogar zerfallend), so daß mit χ′ und ψ auch ϕ′
ein reiner Monomorphismus ist, denn fu¨r jeden R-Modul A sind 1A⊗χ
′ und 1A⊗ψ
injektiv, also auch 1A ⊗ ϕ
′. Weil M quasi-injektiv war, folgt α(X) = 0, X = 0 wie
verlangt.
(b) Wir zeigen im 1.Schritt fu¨r jede reine Erweiterung A ⊂ B : Ist U ⊂ A und A/U
rein-wesentlich in B/U , so auch A in B. Zum Beweis sei X ⊂ B, X ∩ A = 0 und
(X ⊕A)/X rein in B/X . Dann ist auch (X +A)/(X + U) rein in B/(X + U), mit
B = B/U also X ∩ A = 0 und (X ⊕ A)/X rein in B/X . Nach Voraussetzung folgt
X = 0, X ⊂ U, X = 0 wie verlangt.
Seien im 2.Schritt U und M/U wie angegeben. Im kommutativen Diagramm
0 −→ U ⊂ M −→ M/U −→ 0
∼= ↓ χ ↓ ϕ ↓ ψ
0 −→ U◦◦
α
−→ M◦◦
β
−→ (M/U)◦◦ −→ 0
ist dann Bi α ⊂ Bi ϕ ⊂M◦◦ und Bi ϕ/ Bi α nach Voraussetzung rein-wesentlich in
M◦◦/ Bi α, also nach dem ersten Schritt Bi ϕ rein-wesentlich in M◦◦.
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(c) Fu¨r jeden R-Modul M sei P (M) der gro¨ßte radikalvolle Untermodul von M . Wir
zeigen im 1.Schritt fu¨r jeden reflexiven R-Modul A, daß A/P (A) endlich erzeugt ist:
Ein Komplement V von mA in A ist endlich erzeugt, ein Komplement W von V
in A ist radikalvoll, so daß W ⊂ P (A) die Behauptung liefert. Sind im 2.Schritt U
und M/Uwie angegeben, folgt aus P (M/U) = 0, P (M) ⊂ U die Reflexivita¨t von
P (M), und in der exakten Folge
0 −→
U
P (M)
⊂
M
P (M)
−→
M
U
−→ 0
ist nach dem ersten Schritt U/P (M) endlich erzeugt, also auch M/P (M).

Sei jetzt C die Klasse aller R-Moduln M , bei denen P (M) reflexiv und M/P (M)
endlich erzeugt ist. Punkt (b) des Lemmas liefert sofort
Folgerung 1.2 Jeder R-Modul M ∈ C ist quasi-reflexiv.
Die anfangs gestellte Frage lautet jetzt genauer: Wann geho¨rt ein quasi-reflexiverR-
Modul M zur Klasse C? Teilantworten dazu geben wir in den Beispielen 1 und 2 sowie in
(1.7) und (1.9).
Lemma 1.3 Die Klasse C ist gegenu¨ber Untermoduln, Faktormoduln und Gruppenerwei-
terungen abgeschlossen.
Beweis. Ist M ∈ C und U ⊂ M , so ist U ∩ P (M) reflexiv und U/U ∩ P (M) endlich
erzeugt, ebenso (U + P (M))/U reflexiv und M/(U + P (M)) endlich erzeugt, nach (1.1c)
also U ∈ C, M/U ∈ C. Zur Umkehrung seien jetzt M beliebig und U, M/U ∈ C : Dann
ist M minimax und R/p vollsta¨ndig fu¨r alle p ∈ Koass(M) ⊂ Koass(U)∪ Koass(M/U),
also nach [15, Satz 2.8] P (M) reflexiv und M/P (M) koatomar, M ∈ C. 
Bemerkung 1.4 Definiert man C′ als die Klasse aller R-Moduln M , bei denen P (M)
reflexiv und M/P (M) nur koatomar ist, so zeigt der zitierte Satz 2.8, daß M genau dann
zu C′ geho¨rt, wenn fu¨r alle Faktormoduln M/V gilt: Ass(M/V ) = Ass((M/V )◦◦).
Beispiel 1 Sei M quasi-reflexiv und von der Form M ∼= X(I) mit X endlich erzeugt.
Dann ist M bereits endlich erzeugt.
Beweis. M ist im Sinne von [16, p.7] totalsepariert, also die rein-injektive Hu¨lle N
nach dem dortigen Lemma 2.1 separiert. Damit ist M◦◦ ∼= N separiert, M◦ halbartinsch,
M koatomar. Wa¨re X 6= 0 und I nicht endlich, folgte Ass(X) = {m}, denn fu¨r jedes p ( m
ist (R/p)(N) nicht koatomar. Also ist X halbartinsch, ja sogar von endlicher La¨nge und
deshalb nach Zimmermann [8, Beispiel 2.6.1] Σ-rein-injektiv. Damit wa¨reM rein-injektiv,
ϕ :M →M◦◦ ein Isomorphismus, M reflexiv, I endlich entgegen der Annahme. 
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Beispiel 2 Sei M quasi-reflexiv und R ein diskreter Bewertungsring. Dann folgt M ∈ C.
Beweis. 1.Schritt: Ist M ein R-Modul und M/mM endlich erzeugt, folgt M =
M1⊕M2⊕M3 mitM1 teilbar,M2 separiert und torsionsfrei,M3 von endlicher La¨nge. Zum
Beweis seiM3 ein Basis-Untermodul von T (M). Dann ist auchM3/m ·M3 endlich erzeugt,
also M3 von endlicher La¨nge, T (M) = D1 ⊕M3 mit D1 teilbar, M = T (M) ⊕M0 mit
M0 torsionsfrei, also M0 = D2⊕M2 mit D2 teilbar und M2 separiert. Mit M1 = D1⊕D2
folgt die Behauptung.
2.Schritt Sei jetzt M quasi-reflexiv. Nach Fuchs, Salce und Zanardo [2, Lemma
1.5] ist dann M◦◦/M teilbar, also M/mM nach [14, Folgerung 1.5] reflexiv, d.h. endlich
erzeugt und deshalb M = M1 ⊕M2 ⊕M3 wie im ersten Schritt. Alle drei Summanden
sind nach (1.1a) wieder quasi-reflexiv: M1 = D(M) ist damit schon reflexiv und M2 sogar
totalsepariert, also wie im Beweis von Beispiel 1 koatomar, also wegen torsionsfrei schon
endlich erzeugt und frei. (Hier ist also jeder quasi-reflexive R-Modul bereits reflexiv oder
endlich erzeugt.) 
Lemma 1.5 Sei R wieder beliebig, A ⊂ B rein-wesentlich und Z(B) ⊂ A. Dann folgt fu¨r
jeden injektiven Untermodul X von B bereits X ⊂ A.
Beweis. Fu¨r jeden R-Modul M sei Z(M) der singula¨re Untermodul von M . Mit
A1/A = Z(B/A) ist dann A groß in A1, also wegen der Reinheit A = A1, d.h. Z(B/A) = 0.
Den injektiven Modul X ⊂ B ko¨nnen wir gleich uniform annehmen. Wa¨re X 6⊂ A,
also 0 6= X/X ∩ A ∼= (X + A)/A ⊂ B/A, folgte aus Z(X/X ∩ A) = 0 bereits X ∩ A =
0, (X ⊕A)/A direkter Summand in B/A, also auch (X ⊕A)/X rein in B/X , und damit
der Widerspruch X = 0. 
Folgerung 1.6 Sei R ohne nilpotente Elemente, A ⊂ B rein-wesentlich und B torsions-
frei. Dann folgt D(B) ⊂ A.
Beweis. Weil R keine nilpotenten Elemente hat, ist bekanntlich jeder teilbare und
torsionsfreie R-Modul bereits injektiv und flach. Wegen Z(B) = T (B) = 0 folgt mit (1.5)
die Behauptung. 
Satz 1.7 Sei R ohne nilpotente Elemente, M quasi-reflexiv und torsionsfrei. Dann gilt:
(a) M hat endliche Goldie-Dimension.
(b) D(M) ist reflexiv.
(c) M/D(M) ist kotorsion und separiert.
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Beweis. (b) Weil der divisible Anteil D(M) teilbar und torsionsfrei, also injektiv ist,
folgt M = D(M) ⊕M1. Beide Summanden sind nach (1.1a) wieder quasi-reflexiv, also
D(M) bereits reflexiv.
Fu¨r (a) und (c) sei jetzt gleich D(M) = 0. Nach (1.6) folgt dann D(M◦◦) = 0, also
M◦ torsion, so daß alle p ∈ Koass(M) = Ass(M◦) regula¨r sind, d.h. M im Sinne von [14]
kotorsion ist. Satz 2.1 dieser Arbeit sagt dann, daß M von endlicher Goldie-Dimension
ist, und Bemerkung 2.2, daßM in seiner injektiven Hu¨lle E(M) klein ist. Weil aber E(M)
teilbar und torsionsfrei, also flach ist, folgt nach [13, Satz 1.2]
⋂
i≥1
miM = 0. 
Bemerkung 1.8 Sei weiter R ohne nilpotente Elemente. (1) Falls m 6= 0, ist m bereits
regula¨r, in (b) und (c) also D(M) = P (M). (2) Ist M = D(M) ⊕ M1 wie im Beweis
des Satzes und hat Koass(M1) eine endliche finale Teilmenge (z.B. wenn dim(R) ≤ 1 ist,
oder M1 minimax, oder M1 flach [13, Satz 2.1]), so ist M1 im Sinne von [14] sogar stark
kotorsion, also nach dem dortigen Satz 2.3 endlich erzeugt. Speziell gilt:
Folgerung 1.9 Sei R ohne nilpotente Elemente, M quasi-reflexiv und flach. Dann folgt
M ∈ C.
2 Die reflexiven flachen Moduln
Ist R ein lokaler Integrita¨tsring mit Quotientenko¨rper K 6= R, so folgt aus (1.7) und
(1.8) sofort die Struktur aller reflexiven torsionsfreien R-Moduln: Sie sind von der Form
Kn×M1 mit M1 endlich erzeugt und vollsta¨ndig, und K ist genau dann reflexiv, wenn R
eindimensional und vollsta¨ndig ist. Hat aber R Nullteiler, muß man K durch bestimmte
Lokalisierungen Rq (q ( m) ersetzen (Satz 2.6), und es zeigt sich eine bemerkenswerte
Parallelita¨t zwischen Rq und E(R/q), der wir in den ersten drei Lemmata nachgehen.
Lemma 2.1 Fu¨r ein Primideal q ( m sind a¨quivalent:
(i) M = Rq besitzt eine Koprima¨rzerlegung.
(ii) N = E(R/q) besitzt eine Prima¨rzerlegung.
(iii) h(q) = 0.
(iv) M ist rein-injektiv.
Beweis.
(i↔ iii) Weil alle Elemente von S = R\q auf M bijektiv operieren, hat M genau dann
eine Koprima¨rzerlegung als R-Modul, wenn MS eine als RS-Modul hat [11, Lemma 1.7],
d.h. wenn der Ring Rq artinsch ist.
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(ii↔ iii) Ein beliebiger injektiver R-Modul B hat nach [12, Lemma 3.5] genau dann
eine Prima¨rzerlegung, wenn Ass(B) ⊂ Min(R) ist.
(iii ↔ iv) Nach einem Satz von F.K.Schmidt (siehe [5, Satz 2.4.1]) gilt fu¨r jeden
noetherschen lokalen Integrita¨tsring R: Ist R ⊂ T ( K ein Oberring und T lokal und
henselsch, so ist T ganz u¨ber R. Insbesondere ist fu¨r jedes Primideal 0 6= q ( m der lokale
Integrita¨tsring Rq nicht vollsta¨ndig. Auch wenn R Nullteiler hat, gilt deshalb fu¨r jedes
Primideal q ( m, daß KoassRq(R̂q) = Spec(Rq) ist [13, Satz 2.1], also Rq als lokaler Ring
nur dann vollsta¨ndig ist, wenn h(q) = 0 ist (vgl. [4, Proposition 11.5] oder [3, Lemma
2.1]).
Weil nunM = Rq genau dann als R-Modul rein-injektiv ist, wenn esMS als RS-Modul
ist [4, Theorem 7.1], folgt die Behauptung. 
Lemma 2.2 Fu¨r ein Primideal q ( m sind a¨quivalent:
(i) M = Rq ist ein Minimax-Modul.
(ii) N = E(R/q) ist ein Minimax-Modul.
(iii) h(q) = 0 und dim(R/q) = 1.
Beweis.
(i→ iii) Jeder Minimax-Modul erfu¨llt die Minimalbedingung fu¨r radikalvolle Untermo-
duln, so daß aus qeM = qe+1M = · · · fu¨r ein e ≥ 1 folgt h(q) = 0. Weil M/qM ∼= κ(q)
auch als R/q-Modul minimax ist, gilt nach [9, Lemma 1.1] dim(R/q) = 1.
(iii → i) Wegen dim(R/q) = 1 ist κ(q) als R/q-Modul, also auch als R-Modul
minimax. Mit M/qM sind dann auch alle M/qnM (n ≥ 2) minimax, wegen h(q) = 0 also
schon M selbst.
(ii ↔ iii) Ein beliebiger injektiver R-Modul B ist nach [10, Folgerung 2.5] genau
dann minimax, wenn B endliche Goldie-Dimension hat und fu¨r jedes p ∈ Ass(B/L(B))
gilt: h(p) = 0 und dim(R/p) = 1. 
Lemma 2.3 Fu¨r ein Primideal q ( m sind a¨quivalent:
(i) M = Rq ist reflexiv.
(ii) N = E(R/q) ist reflexiv.
(iii) h(q) = 0 und R/q ist eindimensional und vollsta¨ndig.
(iv) M ∼= N◦.
(v) N ∼=M◦.
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Beweis. Ein beliebiger R-Modul A ist genau dann reflexiv, wenn A minimax und
R/AnnR(A) vollsta¨ndig ist (siehe [14, Lemma 1.1] oder [1, Theorem 12]). Damit folgen die
ersten drei A¨quivalenzen sofort aus (2.2): Bei (i→ iii) ist q ∈ Ass(M◦), bei (ii→ iii) q ∈
Ass(N), also beide Male R/q als Untermodul eines reflexiven Moduls vollsta¨ndig. Bei
(iii→ i) fogt aus h(q) = 0, daß qe ⊂ AnnR(M) ist fu¨r ein e ≥ 1, bei (ii→ i) entsprechend
qe ⊂ AnnR(N), also beide Male die gewu¨nschte Reflexivita¨t.
Bei (i → iv) genu¨gt M ∼= A◦ mit irgend einem R-Modul A. Dann ist na¨mlich A
injektiv und unzerlegbar, A ∼= E(R/p) fu¨r ein p ∈ Spec(R), wegen p =
⋃
Koatt(A) =
⋃
Att(M) = q also A ∼= N. Bei (ii→ v) genu¨gt N ∼= B◦ mit irgend einem R-Modul B, denn
dann ist B flach, unzerlegbar und Koass(B) = {q}, also nach [13, Beispiel 2.6] B ∼=M .
Bei (v → iii) gilt stets Ass(M◦) = Koass(M) = {p ∈ Spec(R) | p ⊂ q}, so daß in
M◦ ∼=
∐
p⊂q
E(R/p)(Ip)
alle Ip 6= ∅ sind und (M/qM)
◦ ∼= M◦[q] ∼= κ(q)(Iq), also |Iq| = dimκ(q)(κ(q)
) ist (wobei
 das Matlis-Duale u¨ber R/q sei). Allein daraus, daß M◦ unzerlegbar ist, folgt jetzt
h(q) = 0 und |Iq| = 1, so daß κ(q) als R/q-Modul reflexiv ist, d.h. R/q eindimensional
und vollsta¨ndig. Bei (iv → iii) gilt nach Schenzel [6, Lemma 2.3] stets
N◦ ∼= R̂
(I)
q
mit |I| = dimκ(q)(κ(q)
). Aus (iv) folgt deshalb |I| = 1, d.h. wie eben R/q eindimensional
und vollsta¨ndig, außerdem Rq ∼= R̂q, also mit der A¨quivalenz (iii↔ iv) in (2.1) auch noch
h(q) = 0. 
Bemerkung 2.4 Allein aus der obigen Darstellung von N◦ folgt eine Verscha¨rfung des
Theorems 1.1 in [6]: Genau dann ist E(R/q)◦ ∼= R̂q, wenn |I| = 1, d.h. R/q eindimensional
und vollsta¨ndig ist.
Bemerkung 2.5 Definiert man fu¨r einen R-Modul A und ein Primideal p die (0-te)
Bass-Zahl µ(p, A) = RangR/p(A[p]), so ist A nach [17, Folgerung 1.2] genau dann reflexiv,
wenn µ(p, A) = µ(p, A◦◦) gilt fu¨r alle p ∈ Spec(R). Im Spezialfall N = E(R/q), mit
q ( m, ist nun die Bedingung µ(p, N) = µ(p, N◦◦) a¨quivalent damit, daß entweder p 6⊂ q
ist oder p = q, R/p eindimensional und vollsta¨ndig. Verlangt man das fu¨r alle p ∈
Spec(R), erha¨lt man einen neuen Beweis fu¨r (ii ↔ iii); verlangt man das nur fu¨r p = q,
ist µ(q, N) = µ(q, N◦◦) a¨quivalent mit der Situation in (2.4).
Satz 2.6 Ein flacher R-Modul M ist genau dann reflexiv, wenn er von der Form
M ∼= Rp1 × · · · ×Rpn
ist, wobei fu¨r jedes 1 ≤ i ≤ n gilt: Falls pi = m, ist R vollsta¨ndig; falls pi ( m, ist
h(pi) = 0 und R/pi eindimensional und vollsta¨ndig.
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Beweis. Weil jeder reflexive Modul von endlicher Goldie-Dimension, also direkte
Summe von endlich vielen unzerlegbaren Moduln ist, ko¨nnen wir gleich M flach, refle-
xiv und unzerlegbar annehmen. Aus M◦ injektiv und unzerlegbar, M◦ ∼= E(R/p) folgt
Koass(M) = {p}, also nach [13, Beispiel 2.6] M ∼= Rp. Die Zusatzbedingungen sind fu¨r
p = m klar, und fu¨r p ( m folgen sie mit (2.3).
Hat umgekehrt M eine Zerlegung wie angegeben, sind alle Rpi (1 ≤ i ≤ n) wieder
nach (2.3) reflexiv, also auch M . 
3 Strikt rein-wesentliche Erweiterungen
Eine Modulerweiterung A ⊂ B heiße strikt rein-wesentlich, wenn A rein in B ist und
fu¨r jeden Homomorphismus f : B → Y gilt: Ist f |A ein reiner Monomorphismus, so
auch f (siehe [4, p.128]). Das ist a¨quivalent damit, daß A rein-wesentlich in B ist und
aus B ⊂ Y, A rein in Y , stets folgt B rein in Y . U¨ber einem diskreten Bewertungsring
R ist das nichts Neues, denn aus A rein-wesentlich in B folgt nach [2, Lemma 5] B/A
teilbar, also direkter Summand in Y/A, und damit B rein in Y . Auch wenn A rein-
wesentlich in B ist und B rein-injektiv, ist die Erweiterung nach [7, Proposition 4.4]
strikt rein-wesentlich. Im allgemeinen ist unsere Bedingung echt sta¨rker, hat aber den
Vorteil, gegenu¨ber Hintereinanderausfu¨hrung und endlichen Produkten abgeschlossen zu
sein.
Ist M ein separierter, flacher R-Modul und F ⊂ M ein Basis-Untermodul von M , so
folgt aus F rein in M, H(M) = 0 und M/F radikalvoll, daß die Erweiterung F ⊂ M
rein-wesentlich ist [16, Lemma 1.9]. Fu¨r die Striktheit muß man mehr verlangen:
Lemma 3.1 Sei M ein separierter, flacher R-Modul, F ⊂M ein Basis-Untermodul von
M und M ⊂ N eine rein-injektive Hu¨lle. Dann sind a¨quivalent:
(i) Die Erweiterung F ⊂M ist strikt rein-wesentlich.
(ii) Die Hintereinanderausfu¨hrung F ⊂ N ist rein-wesentlich.
(iii) M ist totalsepariert.
Beweis. (i → ii) Stets ist M ⊂ N strikt rein-wesentlich, nach Voraussetzung aber
auch F ⊂M , und dann natu¨rlich F ⊂ N .
(ii→ iii) Dann ist N auch die rein-injektive Hu¨lle von F , also N ∼= Fˆ separiert, und
das ist nach [16, Lemma 2.1] a¨quivalent mit M totalsepariert.
(iii→ i) Sei M ⊂ Y und F rein in Y . Im kommutativen Diagramm
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Fˆ
∼=
−→ Mˆ
h
−→ Y ′
∪ ∪ ↑ g
F ⊂ M ⊂ Y
sei das rechte Quadrat eine Fasersumme, so daß auch g ein reiner Monomorphismus
ist, weil nach Voraussetzung M ⊂ Mˆ rein ist. Stets ist F strikt rein-wesentlich in Fˆ , also
auch h ein reiner Monomorphismus, und es folgt M rein in Y wie gewu¨nscht. 
Bemerkung 3.2 In [16, (1.11) und (2.8)] werden separierte flache R-Moduln angege-
ben, die nicht totalsepariert sind, bei denen also insbesondere (ii) verletzt ist. Die Frage,
ob die Eigenschaft ’rein-wesentlich’ transitiv ist, hat eine la¨ngere Geschichte, die in der
Einleitung zu [2] geschildert wird. Das dortige Hauptergebnis, Theorem 6, besagt: U¨ber ei-
nem (nicht notwendig lokalen) Integrita¨tsring T ist die Eigenschaft ’RD-wesentlich’ genau
dann transitiv, wenn T ein diskreter Bewertungsring ist.
Lemma 3.3 Fu¨r eine Modulerweiterung A ⊂ B sind a¨quivalent:
(i) A ⊂ B ist strikt rein-wesentlich.
(ii) Ist B ⊂ C rein-wesentlich, so auch A ⊂ C.
Beweis. (i → ii) Sei X ⊂ C, X ∩ A = 0 und (X ⊕ A)/X rein in C/X . Mit
f = kan : B → C/X ist dann f |A ein reiner Monomorphismus, also nach Voraussetzung
auch f , d.h. X ∩B = 0 und (X ⊕ B)/X rein in C/X . Es folgt X = 0.
(ii → i) Weil B ⊂ B rein-wesentlich ist, ist es nach Voraussetzung auch A ⊂ B. Sei
nun B ⊂ Y und A rein in Y . Mit einer rein-injektiven Hu¨lle B ⊂ N und der Fasersumme
N
h
−→ Y ′
∪ ↑ g
B ⊂ Y
ist nach Voraussetzung auch A ⊂ N rein-wesentlich, außerdem g, also auch A ⊂
N
h
−→ Y ′ ein reiner Monomorphismus. Weil A ⊂ N sogar strikt, also auch h ein reiner
Monomorphismus ist, folgt B rein in Y . 
Folgerung 3.4 Genau dann ist die Eigenschaft ’rein-wesentlich’ transitiv, wenn jede
rein-wesentliche Erweiterung bereits strikt rein-wesentlich ist.
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Satz 3.5 Ist R ein Integrita¨tsring und die Eigenschaft ’rein-wesentlich’ transitiv, so folgt
dim(R) ≤ 1.
Beweis. Wir zeigen allgemeiner fu¨r jeden Ring R: Besitzt R ein regula¨res Primideal
q 6= m, so gibt es eine rein-wesentliche Erweiterung R(N) ⊂ B, die nicht strikt rein-
wesentlich ist (so daß unter den Voraussetzungen des Satzes mit (3.4) die Behauptung
folgt).
Ist na¨mlich M = R(N) und M der m-adische Abschluß von M in P = RN, so leistet
B =M + q ·M das gewu¨nschte. Mit M/M ist auch q ·M/M = B/M radikalvoll, wegen
M rein in B und H(B) = 0 also M ⊂ B rein-wesentlich [16, Lemma 1.9]. Weiter ist
B ( M , denn mit irgendeinem s ∈ m\q ist x = (1, s, s2, s3, ...) ∈ M , und wa¨re x ∈ B,
d.h. x− y ∈ q ·M fu¨r ein y ∈ M , folgte x− y ∈ q · P , so daß fast alle Koeffizienten von
x in q la¨gen, also der Widerspruch s ∈ q. Erst jetzt brauchen wir einen NNT r ∈ q: Mit
ihm folgt rB ( rM ⊂ B, d.h. rB ( B ∩ rM , so daß B nicht rein in M ist, also M nicht
strikt rein-wesentlich in B. 
Lemma 3.6 Sind A1 ⊂ B1 und A2 ⊂ B2 strikt rein-wesentliche Erweiterungen, so auch
A1 ×A2 ⊂ B1 × B2.
Beweis. Wir zeigen im 1.Schritt fu¨r jedes Tripel U ⊂ A ⊂ B: Ist U rein in B und
A/U strikt rein-wesentlich in B/U , so ist auch A strikt rein-wesentlich in B. Klar ist A
rein in B, also nach dem ersten Beweisschritt von (1.1b) sogar rein-wesentlich in B. Fu¨r
die Striktheit sei jetzt B ⊂ Y und A rein in Y . Aus
A/U ⊂ B/U ⊂ Y/U
und A/U rein in Y/U folgt dann nach Voraussetzung B/U rein in Y/U , also B rein in
Y wie verlangt. Seien im 2.Schritt die Ai ⊂ Bi (i = 1, 2) wie angegeben. Die Projektion
B1×A2 → B1 und der erste Schritt zeigen, daß A1×A2 strikt rein-wesentlich in B1×A2
ist, entsprechend B1 ×A2 in B1 × B2 und damit folgt die Behauptung. 
Bei einem quasi-reflexiven R-Modul M ist die Einbettung ϕ : M → M◦◦ sogar strikt
rein-wesentlich, sodaß man mit (1.1a) und (3.6) erha¨lt:
Folgerung 3.7 Eine endliche direkte SummeM1⊕· · ·⊕Mn ist genau dann quasi-reflexiv,
wenn es alle Mi sind (1 ≤ i ≤ n).
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